SUP MPSI 2 -  FÉNELON - année 2016- 2017

DEVOIR SURVEILLÉ N°5

Calculatrice autorisée.

I) De belles intégrales pour démarrer (sur 13).

1) Calculer 
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2) Déterminer a,b,c tels que 
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3) Calculer 
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4) Calculer 
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5) Calculer 
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II )  Sommes de complexes et racines nièmes (sur 15) .

1)  Soit x un réel différent de 1 et n un entier naturel non nul.

Exprimer 
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 sans signe de sommation en utilisant la dérivation.

2) On peut considérer la même somme 
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)

1

n

k

n

k

Szkz

=

=

å

 pour un complexe z différent de 1.  Nous allons voir par une autre méthode que la formule du 1) se prolonge aux complexes.

Cette méthode consiste à simplifier 
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)

(

)

nn

SzzSz

-

 à l’aide d’une translation d’indices. Effectuez la.

3) Soit u une racine n-ième de 1 autre que 1 ; calculer 
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Réponse : 
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4) Vérifier la formule précédente pour n = 3 et u = j.

5) En déduire aussi les sommes 
[image: image12.wmf]1
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 et 
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Réponse partielle : 
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III) Suites récurrentes. Sensibilité aux conditions initiales (sur 27).
1) On définit une suite 
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a) Que se passe-t-il si  est nul ? Dans la suite, on suppose 
[image: image17.wmf]0
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b) Programmer cette suite en python.

c) Construire graphiquement les 4 premiers termes de cette suite, avec 
[image: image18.wmf]1/10
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d) Etudier le sens de variation de 
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 et de 
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e) Calculer 
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 en fonction de n et 
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 ; on mettra le résultat sous la forme : 
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f) Quand 
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2) On définit une suite 
[image: image27.wmf](

)

n

v

 par 
[image: image28.wmf]0

1

0

2

nn

v

vnv

-

=

ì

í

=-

î



a) Programmer cette suite en python.

b) Construire graphiquement les 4 premiers termes de cette suite (on pourra tracer les « courbes » des fonctions 
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 pour k = 1,2,3,4)


c) Calculer 
[image: image30.wmf]n
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 en fonction de n en mettant le résultat sous forme d’une somme.


d) Déterminer des réels a et b tels que la suite 
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 soit géométrique. Calculer alors 
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 et en déduire 
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 en fonction de n. Quelle est la nature de 
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IV) Lois conjuguées (sur 34).

REM : si vous n’arrivez pas à résoudre une question, poursuivez quand même les questions suivantes.

Étant donné une loi (ou opération) 
[image: image35.wmf]*

 définie sur un ensemble E et une bijection f de E sur un ensemble F, on note 
[image: image36.wmf]*

 la loi définie sur F par 
[image: image37.wmf](
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 est appelée loi conjuguée de la loi 
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 par l’application f.

1) Quelle est la loi conjuguée de la loi 
[image: image40.wmf]*

 par l’application 
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2) Montrer que f est un isomorphisme de 
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, c’est-à-dire que pour tous x,y dans E, 
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3) On demande de définir les lois conjuguées 
[image: image45.wmf]+

 et 
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 de l’addition et de la multiplication des réels dans le cas où  f  est l’application affine de R dans R définie par 
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 définie par 
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 est conjuguée de la multiplication (sur 3).

4) Revenant au cas général, montrer que si la loi 
[image: image51.wmf]*

 est associative, la loi conjuguée 
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 aussi ; on admettra que de la même façon la propriété de commutativité se transporte par conjugaison (sur 1,5).

5) Montrer que si e est un élément neutre pour 
[image: image53.wmf]*

 dans E, alors la loi conjuguée 
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 possède un élément neutre (sur 1,5) ; et que si x possède un symétrique pour 
[image: image55.wmf]*

, alors 
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 en possède un pour 
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 (sur 1) ; qu’en déduit-on si 
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 est un groupe (justifier)(sur 1,5) ? Vérifier que dans ce cas si 
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 (sur 1).

6) En utilisant 5 ) (impérativement), déterminer l’élément neutre de la loi 
[image: image61.wmf]Ä

 définie dans 2), déterminer les éléments ayant un symétrique et exprimer ce symétrique quand il existe (sur 3).

7) Définir la loi conjuguée 
[image: image62.wmf]+

 de l’addition des réels par la fonction tangente hyperbolique (on n’oubliera pas de donner l’ensemble de définition F de cette loi ; de plus l’expression de 
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 ne devra plus contenir la fonction th – sur 2) ; quelle est la structure algébrique de 
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8) Démontrer que la multiplication dans 
[image: image65.wmf]*
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 est une opération conjuguée de l’addition dans 
[image: image66.wmf]R

 (sur 1) .

9) Montrer que si pour une loi 
[image: image67.wmf]*

, il existe un élément absorbant a (
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 pour tout x), alors il en est de même pour toute loi conjuguée de 
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 (sur 1,5) . En déduire que l’addition et la multiplication dans 
[image: image70.wmf]R

 ne sont pas des opérations conjuguées l’une de l’autre (sur 1) .

10) La multiplication dans 
[image: image71.wmf]*
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 est-elle une opération conjuguée de l’addition dans 
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 (sur 4) ?

11) Déterminer un ensemble F formé de 3 rotations du plan tel que la loi de composition 
[image: image73.wmf]o

 soit conjuguée de la multiplication dans l’ensemble 
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12) Soit 
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, le groupe des racines n-ième de 1 ; on considère l’application f de 
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13) Soit E l’ensemble de toutes les applications 
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[image: image82.wmf]2

R

 dans lui-même, définies par 
[image: image83.wmf]ab

cd

xaxby

f

ycxdy

éù

êú

ëû

+

æöæö

=

ç÷ç÷

+

èøèø

 où 
[image: image84.wmf],,,

abcd

 sont 4 réels. 

13) a) Montrer que 
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 est du type 
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 (sur 2) . Qu’en déduit-on pour E vis-à-vis de la loi 
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 (sur 1) ?

13) b) Quelle est la loi conjuguée de la loi 
[image: image88.wmf]o

 dans E par l’application 
[image: image89.wmf](
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 ? On vérifiera que cette loi n’est autre que la multiplication des matrices (sur 2) .
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